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BINARY INDEXED TREE

|dea general

m Problema introductorio:

m  Dado un arregloA de N numeros enteros y Q consultas de la forma [l, r] donde | <= I,r <= N. Calcula para
cada consulta la suma del intervalo [l, r]

m ;ldeas!?

Respuesta correcta: Suma de prefijos/sufijos



BINARY INDEXED TREE

A=Tl,10,19,-5,20, 45]
Suma de PrEﬁjOS — psum - [O, I, I I, 30, 25,45, 90] (indexado desde 0)
= Consultas:

m |=3r=5=>Respuesta=19-5+20=34=psum[5]- psum[2]
m |=]| r=3=>Respuesta= |+ [0+ 19=30= psum[3]- psum[0]
m |=2r=6=>Respuesta= [0+ [9-5+20+45=89 = psum[6] - psum[I]



BINARY INDEXED TREE

m Es posible solucionar el problema anterior en un orden de complejidad menor que O(N) - O(1) -
O(N)

® Una de las aplicaciones del BIT resuelve el problema anterior con la siguiente orden de complejidad
O(NlogN) - O(logN) - O(logN)

® BIT nos permite resolver problemas que requieran actualizar los valores del arreglo de una manera
mas eficiente que la suma de prefijos



BINARY INDEXED TREE

Técnica:Suma de prefijos

m  Construir el arreglo con la suma de prefijos O(N)

m  Consultar un rango en la suma de prefijos O(I)

m  Que pasa si existiese 2 tipos de consulta:
® jv:actualiza la posicion i-esima del arreglo asignandole el valor v
® | r:imprime el valor de la suma del intervalo [l, r]

m ;ldeas?

Respuesta Correcta:cada vez que procesemos una actualizacion en el arreglo
habra que reconstruir la suma de prefijos.

Conclusion:actualizar un elemento en la suma de prefijos es O(N)



BINARY INDEXED TREE

Definicion:Dada una funcion reversible f y un arreglo A de enteros de tamano N.BIT
es una estructura de datos que:

Permite calcular el valor de f en un intervalo del arreglo [l,r] en O(logN).
Actualiza el valor de un elemento de A en O(logN).
Requiere O(N) memoria.Utiliza exactamente la misma cantidad de memoria que el arreglo A.

Es facil (y rapido) de codear.



BINARY INDEXED TREE — REPASO DE OPERACIONES BIT A BIT

Operador AND (&): Operador OR(]|): Operador XOR(%): Complemento al (~):

*3&4=011& 100=0 =000 *3&4=011&100=7=111 *3704=0117100=7=111 +~3=~(0I11)=100=4
*7&4=111&100=4=100 *7&4=111&100=7=111 «77M4=1117100=3=011 *~4=~(100)=011=3

Complemento a2(-): Bit shift hacia la Bit shift hacia la
«3=-(01)=ca@) + | = 10l = izquierda (<<): derecha (>>):

> * (1 <<2)=001<<2=00100= *(l >>2)=001>>2=00000
-;4 -(100)=ca(4) + 1 = 100 = 4 «@2>>1)=010>>1 =00l

«(2<<2)=010<<2=01000=
8




BINARY INDEXED TREE

= Chequearsi el i-esimo bit esta encendido: = Multiplicar por 2:
" bool f(x,i): returnx & (I <<i-1) " f(x) = returnx << |
= f(3,3):return (01 1) & (100) -> false = f(5) =return(101)<< | =1010=10
= f(3,2):return (011) & (010) -> true = Dividir entre 2:
" Encender el i-esimo bit: " f(x) = returnx>> |
" f(x,i):returnx | (I <<i-1) = f(5) =return(101)>>1=010=2
= f(3,3):return (011) | (I <<2)=111=7 = Chequear si un numero es potencia de 2:
= f(3,2):return (011) | (1 << 1)=011=3 * bool f(x) = return x & (x-1) ==
= Alternar el i-esimo bit: = f(5) =return (101) & (100) == 0 = false
" f(x,i):returnx ? (1 <<ii-1) " f(4) = return (100) & (OIl) == 0 = true
= f(3,3):return(0I1) A (I <<2) =111 =7

= f(3,2):return (Ol ) A (I << 1) =001l = |
= Obtener el bit menos significativo:
" f(x):return (x)&(-1)
= f(13):return (01101) &(100I1) =1 =1 12
= f(12):return (01100) & (10100) = 100 =4



BINARY INDEXED TREE — REPRESENTACION
GRAFICA

[1, 18]

Sums stored in respective
positions of the BIT:

F )

T
WO | | |

Pasition in BIT: 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Binary Representation: 00001 | 00010 | 00011 | 00100 |[00101 |00110 |0O111 (01000 |01001 01010 | 01011 |[01100 01101 |[O1110 | 01141 [ 10000 | 10001 |10010




BINARY INDEXED TREE

Pseudocodigo:

int a[N], bit[N]

update (int 1dx, 1int wval)
query(int 1, 1int r)
query (int x)

1sb(int x)



BINARY INDEXED TREE

Pseudocodigo:
int query(l, r):

int a[N], bit[N] return query(r) - query(l)
return x&(-x) ,
int ans = 0
update (int idx, int wval): while(x > 0) do:
while(idx < N) do: _ + pit
bit[idx] = bit[idx] + val ans = ans 1t ([x]
idx = idx + lsb (idx) X = X - 1lsb(x)

return ans



BINARY INDEXED TREE

Analisis de complejidad:

m Actualizar una posicion:

m Al actualizar una posicion,debemos actualizar todas posiciones que inicialmente eran O siguientes al
Isb(x).El peor caso siempre sera actualizar la primera posicion. Ejemplo:

m Si tenemos un arreglo de 1073 elementos y actualizamos la primera posicion:

m Rule of thumb: 2710 ~ [073..2420 ~ 1076...2730 ~ 1079...

= 0000000001 seria el indice del primer elemento, por lo tanto tendriamos que actualizar 10 elementos del bit.
log(1073) = 3 (si es base 10) log 2(1073) = 9,96...



BINARY INDEXED TREE

Analisis de complejidad:

m Consulta(x):

m Consultar el rango |-x toma log(N) en el peor caso.Al ir decrementando por el bit menos significativo, al
igual que con la operacion de actualizacion, estamos limitados por log(N)

m Ejemplo:
m  Consulta(7) = Consulta(l I I).En este caso habra que agregar el valor de bit[ ] + bit[2] + bit[4].
m Sitenemos un arreglo de 7 posiciones, es claro que log_2(7) =2.807...

m Construccion del BIT:

m  Esto es equivalente a hacer N operaciones de actualizacion. Por lo tanto, la complejidad en tiempo de
construir el BIT es O(NIlogN)



BINARY INDEXED TREE

Problema de ejemplo: Conteo de inversiones en un arreglo

® Dado un arreglo A de N elementos,implementar un algoritmo que cuente cuantas inversiones hay en
el arreglo.

® Dado un unindiceiy unindice (I <=i,j <= N) dondei < j,se dice que hay una inversion si A[i] > A[j].

A=14,3,1,2,5 6] => inversiones:(4, 3); (4,1);(4,2); (3, 1); (3,2)



BINARY INDEXED TREE

m Como resolver este problema. jldeas?

m Bubble sort: Por cada swap la respuesta aumentaria +|
m Se puede hacer de manera mas eficiente!?

m Si.Mergesort es una opcion.Es un algoritmo clasico para resolver el problema de las inversiones

m | a desventaja de esta solucion es que codear un merge sort en una competencia puede ser
arriesgado ya es es error prone.

m Solucion alternativa: BIT




BINARY INDEXED TREE

it = [0, O, O, O, O ,0]
int ans = 0

for x in A:

ans = ans + query (6-x)
update (x, 1)

return ans

20



BINARY INDEXED TREE

Observaciones:
® Para utilizar BIT correctamente es necesario que la funcion/operacion f sea reversible.

m Una funcion/operacion es reversible sia o b = c,donde o es nuestra operacion, no solo
podemos obtener el resultado, sino que también podemos “deshacerlo”: por ejemplo, si
sabemos que 7 o c = |8, si o es reversible, el valor de c seria Unico. La suma, por ejemplo, es
reversible.

= Que operaciones no son reversibles? max(a,b), min(a, b), md5(x), a’b, a*b

® Sin embargo, hay maneras de obtener el RMQ utilizando 2 BITs. (Esto no forma parte de
esta clase)

21



BINARY INDEXED TREE

Notas adicionales:

m Esta estructura de datos fue creada por Peter M. Fenwick

m Este algoritmo suele utilizarse para generar tablas de frecuencias

® Fenwick Tree puede ser aplicado en el algoritmo de codificacion aritmeética

m Se le llama arbol porque puede ser representado graficamente de la siguiente manera:
https://visualgo.net/en/fenwicktree

22
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BINARY INDEXED TREE

Problemas recomendados:

https://www.spoj.com/problems/YODANESS/

https://www.spoj.com/problems/NKTEAM/

https://www.spoj.com/problems/DQUERY/

https://www.spoj.com/problems/CTRICK/

https://www.spoj.com/problems/TRIPINV/

https://www.spoj.com/problems/SUMSUM/

Mas: https://cp-algorithms.com/data_structures/fenwick.html
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;PREGUNTAS?
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SEGMENT TREE

Los segment trees son estructuras de datos
que almacenan informacion sobre subarrays

Es el patron de recursion del mergesort
llevado a una estructura de datos

Es una de las estructuras de datos mas utiles
en la programacion competitiva




SEGMENT TREE

Problema introductorio
Dado un arreglo A de N enteros y se quieren realizar 2 tipos de operaciones sobre el:
m set(i, v): Asignar un valor v a la posicion i-esima del arreglo

® sum(l, r): Encontrar la suma en el segmento | a r-|

27



SEGMENT TREE — EJEMPLO:
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SEGMENT TREE

m Analisis de la complejidad:

m Al actualizar un elemento se sigue un camino desde el elemento actualizado hasta la raiz del arbol.

Como el arbol es un arbol binario completo,el numero de operaciones realizadas por el
computador sera O(logN)

® Para calcular la complejidad de la operacion suma tenemos que darnos cuenta de que en cada nivel
del arbol no puede haber mas de un segmento que contenga | o los 2 limites. En base a esto,

podemos deducir que maximo se van a recorrer 2 caminos desde la raiz hasta el nivel de las hojas.
Esto es 2logN y esto termina siendo O(logN)
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SEGMENT TREE

Observaciones:

® |a funcion utilizada en el problema introductorio fue suma.Sin embargo,las operaciones que se
pueden utilizar de manera similar son todas aquellas que sean conmutativas y asociativas.

® Ejemplo de funciones conmutativas y asociativas: min(x,y), max(x,y),lcm(x,y), gcd(x,y),a x b...etc

m  Existen muchas variantes de Segment tree. Solo cubriremos una de ellas
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SEGMENT TREE

Implementacion C++;

struct segtree/{
int size;
vector<long long> sums;

vold init(int n){...}

void set (int i, long long v, int x, int 1x, int rx) {...}
void set (int i, long long v) {...}

long long sum(int 1, int r, int x, int 1lx, int rx) {...}

long long sum(int 1, int r) {...}

34



SEGMENT TREE

void init (int n) { void set (int i, long long v, int x, int 1x, int
: _ rx) {
size = 1; .
. ' 1f (rx - 1x == 1) {
while(size < n) sums [x] = V;
size *= 2; return;
sums.assign(2*size, OLL); }
} int mid = (1x + rx) / 2;

if (1 < mid) {

set (i, v, 2*x+1, 1lx, mid);
} else {

set (i, v, 2*x+2, mid, rx);

}

sums [x] = sums [2*x+1] + sums[2*x+2];

void set(int i, long long v) {

set(i, v, 0, 0, size);
35



SEGMENT TREE

long long sum(int 1, int r, int x, int 1lx, 1nt rx) {

1if (Ix > r || 1 >= rx) return 0;

1f (1Ix >= 1 && rx <= r) return sums|[Xx];
int mid = (1lx + rx) / 2;

long long sl = sum(l, r, 2*x+1, 1lx, mid);
long long s2 = sum(l, r, 2*x+2, mid, rx);

return sl + s2;

long long sum(int 1, int r) {
return sum(l, r, 0, 0, size);
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SEGMENT TREE

Ejemplo: Problema C del calentamiento del SWERC - Rounds

|. Por cada elemento:

a)
b)
c)
d)

Hacemos un incremento masivo de los rangos incR(0, i, -S), incR(i+ 1, N, -S) (recordar que es [i, j) )
Incrementamos el i-esimo elemento set(i, (N-1)*S)
aux = RMQ(0, N)

ans = max(ans, aux)
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SEGMENT TREE

Notas Adicionales:

m Esta estructura de datos es distinta a esta: https://en.wikipedia.org/wiki/Segment_tree.Son similares,
pero no del todo iguales.

m Existe una variante del ST permiten persistir los estados entre cada update (persistent ST):
https://www.geeksforgeeks.org/persistent-segment-tree-set- | -introduction/

m Existe una variante que es “perezosa’” en las operaciones de actualizacion (lazy propagation ST):
https://www.geeksforgeeks.org/lazy-propagation-in-segment-tree/

®  Aplicaciones:RMQ, RSQ, Interseccion de segmentos,conteo de inversiones,
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SEGMENT TREE

Ejercicios recomendados:

m https://codeforces.com/edu/course/2/lesson/4/1/ Todos los ejercicios, de los steps

m https://codeforces.com/edu/course/2/lesson/5 Todos los ejercicios, de los steps
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m  https://cp-algorithms.com/data_structures/fenwick.html

®  https://cp-algorithms.com/data_structures/segment_tree.html

®  https://www.hackerearth.com/practice/notes/binary-indexed-
tree-or-fenwick-tree/

®  https://www.topcoder.com/thrive/articles/Binary%20Indexed
%20Trees

®  https://codeforces.com/edu/course/2/lesson/4

RE F E RE N C IAS ®  https://codeforces.com/edu/course/2/lesson/5

®  https://www.geeksforgeeks.org/persistent-segment-tree-set-
| -introduction/

m  https://www.geeksforgeeks.org/lazy-propagation-in-segment-
tree/

®  https://www.youtube.com/watch?v=kPa|fAUWViY&t=3102s

®  https://www.youtube.com/watch?v=Tr-xEGoByFQ&t=2169s
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